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MATEMATICA

UNIDAD N° 1: Conceptos fundamentales del Algebra

Conjuntos numéricos

Los matematicos reconocen varios conjuntos de numeros que comparten ciertas
caracteristicas. Estas categorias son utiles cuando ciertos tipos de numeros son
vélidos para valores y variables. Nuestro entendimiento y clasificacion de los
diferentes conjuntos de nimeros se ha desarrollado durante miles de afios.

N: Naturales

0: Cero

— Z: Enteros

4.~ : Enteros
negativos

Q: Racionales &g
I: Irracionales

Finitos

%)
i
qu
Q
e

— Decimales Periddicos puros

R

== Periodicos mixtos

NUmeros Naturales

Los nameros naturales son los que desde el principio de los tiempos se han utilizado
para contar. En la mayoria de los paises han adoptado los numeros arabigos,
llamados asi porque fueron los arabes quienes los introdujeron en Europa, pero fue
en la India donde se inventaron.
El conjunto de los niumeros naturales se denota como N y se representan asi:

N ={1,2,3,4,56, ...}
Los numeros naturales se caracterizan por dos propiedades:

 El nimero 1 es el primer nimero natural y cada numero natural se forma
sumandole 1 al anterior.

* Cuando restamos o dividimos dos numeros naturales, el resultado no es
necesariamente un nimero natural, y por eso decimos que los nimeros naturales no
son cerrados respecto estas dos operaciones. En cambio, si son cerrados respecto a
la sumay la multiplicacién, es decir, la suma o multiplicacién de dos numeros naturales
da siempre como resultado otro nimero natural.
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Los numeros naturales a su vez se pueden clasificar en numeros primos y
compuestos. Se dice que un nimero es primo cuando sus Unicos divisores son €l
mismo y la unidad. Por ejemplo 5, 7 y 23 son primos. El nimero 18, en cambio, es
compuesto, ya que tiene mas divisores (1, 2, 3, 6, 9 y 18). Se puede hacer una lista
de nimeros primos con la llamada Criba de Eratdstenes, que consiste en tachar todos
los multiplos de 2 (ya que seran compuestos al ser el 2 un divisor). Después tachamos
todos los multiplos de 3 (por lo mismo). El 4 estara tachado, asi que lo saltamos. EI 5
esta sin tachar, asi que tachamos todos los multiplos de 5. Continuamos este proceso,
tachando los multiplos de los nimeros que no estén tachados. Los nimeros que
“sobreviven” a esta criba son los numeros primos. Los primeros son:

23 57 11 13 17 19 23 29 ..

Para saber si un numero es primo, lo vamos dividiendo por 2, 3, 5... hasta que
encontremos una divisién exacta, en cuyo caso el nUmero seria compuesto, o0 bien
hasta que el cociente de la division sea menor que el divisor. Si hemos llegado a este
punto sin encontrar ninguna divisién exacta, el nimero dado es primo.

Maximo comun divisor

El Maximo Comun Divisor es, como su nombre indica, el mayor de los divisores
comunes de varios numeros. Para calcularlo, se descompone cada uno de ellos en
factores primos. EI MCD es el resultado de multiplicar los factores que se repitan en
todas las descomposiciones, afectados por el menor exponente.

En el caso de que no se repita ningun factor, el MCD de esos numeros es 1, y se dice
que los numeros son “primos entre si”. Por ejemplo, el 18 y el 25 son primos entre si.
Por ejemplo, si queremos hallar el MCD de 36, 60y 72, descomponemos los tres en
factores primos:

36 = 2% % 32
60 =2%2%x3%5
72 = 2% %32

Vemos que los unicos factores que se repiten en las tres descomposiciones son el 2
y el 3. Los escogemos con los menores exponentes al que estan afectados, por lo
que:

M.C.D.(36,60,72) = 22 %32 =12

Minimo comun multiplo

El Minimo Comuan Mdltiplo es, asi mismo, el menor de los multiplos comunes a varios
numeros. Para calcularlo, descomponemos los numeros en factores primos, y el MCM
es el resultado de multiplicar los factores comunes y los no comunes, afectados por el
mayor exponente. Si los nimeros son primos entre si, el MCM es el producto entre
ellos.
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Por ejemplo, el MCM de 36, 60 y 72, que ya tenemos descompuestos mas arriba. Los

factores que se repiten son el 2 y el 3, y los que no se repiten, el 5. Los escogemos

con los mayores exponentes, es decir, 23, 32y 5. El MCM es, por lo tanto:
M.C.D.(36,60,72) = 22 %32 x5 = 360

Numeros Enteros

Cuando aparece la necesidad de distinguir unos valores de otros a partir de una
posicion de referencia es cuando aparecen los nimeros negativos. Por ejemplo,
cuando desde el nivel O (nivel del mar) queremos diferenciar por encima del nivel del
mar o por debajo del mar (en las profundidades). O en el caso de las temperaturas,
positivas o bajo cero. Asi podemos estar a 700 metros de altitud (+700), o bucear a
10 metros de profundidad (-10), y podemos estar a 25 grados Celsius (+25) o a 5
grados bajo 0 (-5).
Para denotar los nUmeros negativos afiadimos un signo menos delante del niumero.
En definitiva, al conjunto formado por los enteros negativos, el nUmero cero y los
enteros positivos (o naturales) lo llamamos conjunto de los numeros enteros. Se
denota con el simbolo Z y se pueden escribir como:

Z=1{.,3-2-10123,..}
Los representamos en una recta numérica de la siguiente manera:

—t } $ } } } —t } }
; 3

2 -1 0 1 2 3 -

th

Una propiedad importante de los nimeros enteros es que son cerrados respecto a las
operaciones de adicion, multiplicacion y sustraccién, es decir, la suma, la resta y la
multiplicacion de dos nimeros enteros da otro nimero entero. Notese que el cociente
de dos enteros, por ejemplo 3y 7, no necesariamente es un entero. Asi, la operacion
divisién no es cerrada respecto a los niumeros enteros.

Numeros Racionales

Los numeros racionales son los numeros que resultan de la razén (division) entre dos
numeros enteros. Se denota el conjunto de los nimeros racionales como Q, asi que:

Q={§Ip,q6%}

El resultado de un nimero racional puede ser un entero o bien un decimal, ya sea
positivo o negativo:

——= —2 entero
4

= 1,2 decimal

ull o
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Ademas, entre los decimales puede ser de dos tipos, con un numero limitado de cifras
que llamaremos decimal finito o bien con un numero ilimitado de cifras, que
llamaremos decimal periddico:

88—352 init
TR finito

5 -
5 = 0,555555... = 0,5 pedioddico

Se llaman periédicos porque en la parte decimal hay una o mas cifras que se repiten.
Si justo los nimeros que se repiten comienzan a las décimas, los llamamos periédicos
puros mientras que en caso contrario los llamamos periddicos mixtos:

6,888888 = 6,8 puro
3,4156262 = 3,41562 mixto

Obsérvese que todo entero es un nimero racional, ya que:

Los numeros racionales son cerrados no sélo respecto de las operaciones de adicion,
multiplicacion y sustraccion, sino también de la division (excepto por 0).

NUmeros Irracionales

Hemos visto que cualquier nimero racional se puede expresar como un namero
entero, un decimal exacto o un decimal periodico.

Ahora bien, no todos los nimeros decimales son exactos o periodicos, por lo tanto, no
todos los numeros decimales pueden ser expresados como una fraccion de dos
enteros.

Estos numeros decimales que no son exactos ni periddicos se caracterizan por tener
infinitas cifras decimales no periddicas, es decir, que no se acaban nunca y no tienen
un patrén de repeticidn, se los llama nameros irracionales y se los denota I. Obsérvese
gue el conjunto de numeros irracionales es el complementario del conjunto de
nameros racionales.

Algunos ejemplos de numeros irracionales son:

V2; 1,35

donde por ejemplo 1T proviene de la relacion entre la longitud de una circunferencia y
su diametro.
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Numeros Reales

El conjunto formado por los ndmeros racionales y los numeros irracionales se
denomina conjunto de los niumeros reales y se denota como R.

Una de las propiedades mas importantes de los numeros reales es poderlos
representar por puntos en una linea recta. Se elige un punto llamado origen, para
representar el 0, y otro punto, cominmente a la derecha, para representar el 1.

Resulta asi de manera natural una correspondencia entre los puntos de la recta y los
nameros reales, es decir, que cada punto de la recta representa un tnico nimero real
y a cada numero real le corresponde un unico punto de la recta. Llamamos a esta
recta la recta real. En la siguiente imagen se puede ver un ejemplo:

1.1.0PERACIONES CON NUMEROS REALES

Suma, resta y producto

Sobre el conjunto R se definen dos operaciones elementales: la suma (+) y la
multiplicacion o producto (-). La suma y el producto de dos numeros reales es un
numero real. Ademas, se verifican las siguientes propiedades:

PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES

Propledades Elemplo Descripcldn

Conmutativas

at+thb=bh+a T+3=3+17 Cuando sumamos dos nimeros, el orden no importa.

ab = ba 3.5=15.3 Cuando multiplicamos dos niimeros, el orden no
importa.

Asociativas

[@a+b)+c=a+(b+c) (2+4)+7=2+(4+7) Cuandosumamos tres mimeros, no importa cudles dos
de ellos sumamos primero.

(ab)c = a(bc) (3:7)-5=3-(7-5) Cuando multiplicamos tres nimeros, no importa
cuiles dos de ellos multiplicamos primero.

Distributivas

alb + ¢) = ab + ac 2:(3+5)=2-3+2-5 Cuando multiplicamos un nimero por una suma de

(b + ¢)a = ab + ac (3+5):2=2:3+2-5 dos nimeros, obtenemos el mismo resultado si
multiplicamos el niimero por cada uno de los términos
y luego sumamos los resultados.

SEMINARIO DE INGRESO - TUP



MATEMATICA

Elemento neutro Elemento opuesto
a+ 0 = a neutro adivitivo a+(—a)=0
a *1 = a neutro multiplicativo

Elemento inverso

1
ax—=1

a
Si bien definimos solo la suma y la multiplicacion de dos numeros reales, también
podemos hablar de resta (—) y division o cociente ( : ). La resta no es otra cosa que
sumar el opuesto de un nimero. De forma similar, lo que se conoce como divisién es
la multiplicacién por un inverso.

1
5—-3=54+(-3) y5:3=5*§

El cero

La historia del cero no es sencilla. Parece una tonteria, pero los antiguos griegos y
romanos, célebres ingenieros, no lograron dar un nombre a “la nada”. Ellos no
contaban “nada”. Los griegos que desarrollaron la légica y la geometria nunca
introdujeron el nimero cero.

Los calculistas indios lo definieron como el resultado de sustraer cualquier nimero de
si mismo. Podemos decir que el cero nacié en la India. La palabra “cero” proviene de
la traduccién de su nombre en sanscrito (una lengua clasica de la India) “shunya” que
significa vacio. Parece ser que fue Brahmagupta quien traté el cero como un “numero”,
no como un mero marcador de posicion, y mostro unas reglas para operar con él.

Se debe tener un especial cuidado el papel que desempefia el cero en la divisibilidad:

axb=0->a=06b=0

a
0= indefinido

0
0 = indeterminado

Potenciacion

Cuando se multiplica un nimero natural por si mismo, por ejemplo 3.3, hay otra
manera de expresar ese producto: 32, y se lee "3 al cuadrado" 0 "3 ala2". La
costumbre de decir "3 al cuadrado” es muy antigua, y la razén por la cual se dice asi,
tiene que ver con la geometria.
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Si se tiene un cuadrado cuyo lado mide 3 unidades, su area es 3*3 = 32

3

d

El &rea de cualquier cuadrado es igual al lado multiplicado por si mismo, es decir, al
cuadrado de la medida de su lado.

En los tiempos de la Grecia Antigua, gran parte de las ideas matematicas eran
estudiadas a través de la Geometria, y por eso, cuando se queria encontrar una
representacion geométrica de algo tan sencillo como el producto de dos numeros,
digamos 5.6, lo que hacian era dibujar un rectangulo de lados 5 y 6, y asi, veian el
producto como el area del rectadngulo que acababan de dibujar.

También se tiene que 23, que esigual a 2.2.2, se lee: "2 al cubo", y la razén para esto
proviene también de la visién que tenian los griegos de la Matematica asociada a la
Geometria. Si tenemos un cubo de arista 2:

su volumen es igual a 2.2.2 = 23, Es por esto por lo que adn hoy se lee "2 al cubo" 0"
2 elevado al cubo”.

El proceso de multiplicar a un nimero por si mismo una cierta cantidad de veces, se
llama potenciacion. Sea n un nimero real y a un entero positivo. Se define la potencia
n-ésima de a de la forma:

at=a*xaxaxa..

Es decir, es el resultado de multiplicar a consigo mismo n veces. En la expresion an,
la base es a y el exponente es n.

Consideraciones:

a) Sila base esta elevada a exponente par, la potencia es siempre positiva.
b) Si el exponente es impar, la potencia conserva el signo de la base.
c) La potenciacién no es una operacion distributiva sobre la suma o la resta; es
decir, en la potenciacién se tiene que:
(ath)#a™+b"

1 —
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Propiedades:

LEYES DE EXPONENTES

Ley Ejemplo Descripcion
1. a"g" = a™'" 32.37 =323 37 Para multiplicar dos potencias del mismo nimero, sume los exponentes.
a™ 5
2. - =gag"" e === Para dividir dos potencias del mismo nimero, reste los exponentes.
3. (@) =a™ (33’ =35 =3 Para elevar una potencia a una nueva potencia, multiplique los exponentes.
4. (ab)" = a"" (3-4)2 = 32. 42 Para elevarl un producto a una potencia, eleve cada uno de los factores
a la potencia.
5. (& " _ a" E : _ 3_2 Para elevar un cociente a una potencia, eleve el numerador y el
“\b b" 4 42 denominador a la potencia.

EXPONENTES CERO Y NEGATIVOS

St a # 0 es cualquier niimero real y n es un entero positivo, entonces

a"=1 -

Simplificar una expresion donde hay exponentes de numeros reales, significa
cambiarla a otra en que cada numero real aparece so6lo una vez y todos los
exponentes son positivos. Debemos asumir que los denominadores siempre
representan nimeros reales diferentes de cero.

2r\? [s2\®  (2r3)2 (s2)3 416 56 ré s° 1 4s5*
— ] x| =) = * = $—=4—%x—=4—g* = —
S 73 ) 33 52 1o R 73 73

Radicacion

En el campo de la matematica, se conoce como radicacion a la operacion que consiste
en obtener la raiz de una cifra o de un enunciado. De este modo, la radicacion es el
proceso que, conociendo el indice y el radicando, permite hallar la raiz. Esta sera la
cifra que, una vez elevada al indice, dara como resultado el radicando.

Para comprender estos conceptos, por lo tanto, hay que reconocer las partes que
forman un radical. La raiz es el numero que, multiplicado la cantidad de veces que
indica el indice, da como resultado el radicando.

indice Raiz
N,/
\/§\= 2
Radicando

Supongamos gue nos encontramos con un radical que muestra la raiz cubica de 8.
Tendremos el radicando (8) y el indice o exponente (3, ya que es una raiz cubica). A

11
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través de la radicacion, llegamos a la raiz: 2. Esto quiere decir que 2 elevado al cubo
(2x2x2)esigual a 8.

Como puede advertirse, la radicacion es una operacion que resulta inversa a la
potenciacion: retomando el ejemplo anterior, vemos que multiplicando 2 x 2 x 2 (2
elevado al cubo) llegamos a la raiz cubica de 8.

La radicacion es una operacién un tanto particular, en cuanto a que no es muy facil de
resolver si no se cuenta con una calculadora o, por el contrario, con habilidades
avanzadas para las matematicas. Mientras que, Si vemos una suma, una resta o una
multiplicacion podemos efectuar en una hoja haciendo uso de técnicas bésicas, la

radicacion puede dejarnos perplejos dado que a simple vista no parece haber modo
de relacionar su radicando con el indice para obtener un resultado.

Como si fuera poco, la manera efectiva de calcular una raiz es a través de las
funciones exponencial (la funcion real que consiste en elevar el niumero de Euler,
2,71828 aproximadamente, a la x) y logaritmo (se aplica a un nimero en una base
determinada y es el exponente al que se debe elevar la base para dar dicho nimero),
conceptos que la mayoria de la gente no domina y para lo cual es casi indispensable
una calculadora o un ordenador.

Consideraciones:

1. Sielradicando esigual a 0, entonces:
Va=0
2. Si el radicando es mayor a 0 y el indice impar, la raiz siempre es positiva:
V64 = 4 ya que 43 = 64
3. Si el radicando es mayor a 0 y e indice es par, la raiz siempre tiene doble
signo:
V16 = +2 ya que 2* =16 y (=2%) = 16
4. Si el radicando es menor a 0 y el indice impar, la raiz es siempre negativa:
V=27 = =3 ya que (-3)3 = -27
5. Si el radicando es menor a 0 y el indice par, la raiz es imaginaria:
{/—36 = no tiene solucién en R

1 —
12
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PROPIEDADES DE RAICES n

Propiedad Ejemplo
1. Wab = WaWp V=827 = V=8V2T = (-2)(3) = —
, 7a_Va J16 _ V16 _2
‘Nb W Vel BT 3
2. Va=Va VD = VT =3
4, \',]E = g silnesimpar v —5J3 = —35, fg =2
5. Wa" = |a| sinespar fT}‘ =|=3|=3

A veces resulta mas comodo tratar a las raices como potencias. En este caso, las
potencias seran del tipo fraccionarias, y podremos aplicar todas las propiedades de
la potenciacidn vistas anteriormente.

1) Elradicando pasa a ser la base de la potencia.
2) El exponente del radicando pasa a ser el numerador de la potencia.
3) Elindice pasa a ser el denominador de la potencia.

m

Vam = an

Racionalizaciéon de denominadores

Si bien los radicales siguen las mismas reglas que los enteros, a veces es dificil
encontrar el valor de una expresibn que contiene radicales. Por ejemplo,

;1 1
probablemente puedas saber qué 1= 0,25, pero no conoces el valor de NS

Dicho esto, algunas veces tendras que trabajar con expresiones que contienen
muchos radicales. Normalmente el valor de estas expresiones no es claro a simple
vista. En casos donde tienes una fraccion con un radical en el denominador, puedes
usar una técnica llamada racionalizacion de denominadores para eliminar el radical.
El objetivo de racionalizar un denominador es que sea mas facil de entender cual es
el valor de la cantidad al eliminar los radicales de los denominadores (y algunas otras
situaciones, que mas adelante estaremos viendo).

Caso 1: Racionalizando denominadores con un término

En este caso debemos multiplicar a la fraccion por otra cuyo numerador y
denominador sean iguales (para no alterar el nimero) y de valor igual al denominador
original.

5 5vVx  5vx

xVEvR | #

13
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Caso 2: Racionalizando denominadores con dos términos
5 5 (Wx—=3) 5Hx-3)
e d =
Vx+3 Vx+3@{/x-3) x—9

Advertencia: este método sélo aplica cuando los términos incluyan raices cuadradas.

1.2.POLINOMIQOS

En la formulacién abstracta de problemas matematicos se recurre con frecuencia a
las llamadas expresiones algebraicas, que no son sino conjuntos de letras y nimeros
unidos entre si por signos aritméticos. Los polinomios son casos especiales de
expresiones algebraicas donde las variables o indeterminadas aparecen siempre
elevadas a un exponente positivo y entero.

Elementos de un polinomio con una variable

POLINOMIOS
Un polinomio en la variable x es una expresion de la forma
ax" +a, x"'+---+ax+a,
donde a,, a,, . . . , a, son mimeros reales, y n es un entero no negativo. Si a, # 0,

- S : k
entonces el polinomio tiene grado n. Los monomios a,x" que conforman el
polinomio reciben el nombre de términos del polinomio.

Los elementos de los polinomios son:

e Los coeficientes (ai) coni=0, 1, 2, ..., n. El que multiplica a la variable elevada
al mayor grado se denomina coeficiente principal (an), mientras que el que no
contiene variable se llama término independiente (ao).

e Lavariable es x.

e Los exponentes son los que se eleva la variable. En un polinomio, los
exponentes NO pueden ser negativos.

1 —
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Caoeliciente principal

Grado 5 Término indep?ndiente
= T
oA L 1
0+ 3x— 2l 6xf-
Término d¢ T Término de
Y grado’3 s grado 1
Término Término de
princinal grado 7
Ejemplo Coeficiente principal | Grado
x*+53+(—Tx+ 4 3 4
X+ 4+ (—2)kx 1 g
""5.": + 1 -5 2
Tx + 2 7 I
8 8 0

Los polinomios con solo un término se llaman monomios; con dos, binomios; con tres,
trinomios; etcétera. Se conoce por grado de un polinomio el mayor exponente al que
se eleva la variable.

1.3.0PERACIONES CON POLINOMIOS

Suma y resta

Dos monomios se dicen semejantes cuando tienen la misma variable y el mismo
grado. La suma o resta de monomios semejantes produce un nuevo MoNomio
semejante, cuyo coeficiente es igual a la suma o resta de los coeficientes de los
monomios originales.

Analogamente, para sumar o restar polinomios de una misma variable se aplica el
siguiente procedimiento:

1. Se ordenan de mayor a menor los términos de ambos polinomios, dejando
huecos para los términos ausentes.
2. Se suman o restan los monomios Semejantes. Por ejemplo:

S 5 N

0| 3xd [+ x| +1

+ x3 |Fx? |+5x -2

x* | x3||-4x2||+6x| -1

b

1 —
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Producto

Producto entre monomios

Entre dos monomios de una misma variable puede definirse también la operacion
producto, que resulta en un nuevo monomio cuyo coeficiente es el producto de los
coeficientes y cuyo grado es la suma de los grados de los dos monomios originales.

(5--3) (x* - x%) 5x - -3y
(-15) (x**?)

-15) x°
Producto entre polinomios
De esta forma, el producto de dos polinomios se define como la multiplicacion de cada

uno de los términos (monomios) del primer polinomio por todos los términos del
segundo, sumando y agrupando después los términos resultantes.

CASO 1 5 )(2 - -3 xz (5' -3) ()(2 . yz)

-15 % y2

T
(x+2)-(x+2) (x+2)=
=(x*+2x+ 2x +4)(x + 2)=
=(x? + 4?::@: G+2) =

TT— =3

=x*+2x°+ 4x° + Bx+4x +8=

=x+6x*+ 12x 1 8
Factorizacion de polinomio
Factorizar una expresion algebraica consiste en expresarla como producto de nuevas
expresiones mas simples.

e [Factor comun: consiste en “sacar” del polinomio aquel factor que esté comun en
cada uno de los términos.

48x* + 32x3 + 36x = 4x * (12x3 + 8x%2 +9)
e Trinomio cuadrado perfecto - Cuadrado de un binomio: es un caso especial en
el que un binomio se multiplica por el mismo binomio.

(4x+3)*(4x+3) = (4x + 3)? = (4x)%? + 2 * (4x) * (3) + (3)?
=16x%2+24x+9

(4x —3)*(4x —3) = (4x —3)? = (4x)? + 2 * (4x) * (=3) + (=3)?
=16x%—24x+9

1 —
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o Diferencia de cuadrados: es otro caso especial en donde se multiplica un binomio
por otro, con la diferencia que el segundo término del segundo polinomio tiene
signo opuesto.

(4—x)4+x)=4*4+4x —4x — x xx = 4% — x?

Formula Ejemplos
1) x+yWWx—y)=x*—Hy? 2a+3)2a—-3)=(2a) -3 =4a*-9
2) xxyP=x*% 2y +y? (2a — 3)* = (2a)* — 2(2a)(3) + (3)°
=44’ - 12a + 9
B Exy=x*Xxy+3np* %y (2a + 3) = (2a)F + 3(2a)43) + 3(2a)(3)* + (3)°
= 8a® + 36a® + 54a + 27

Cociente

Cociente entre monomios semejantes

La divisién o cociente entre dos monomios semejantes €s un NUevo monomio Cuyo
coeficiente es la divisién entre los coeficientes y cuyo grado es la resta de los grados
de los dos monomios originales. El grado del dividendo debe ser mayor o igual que
el del divisor.

CASO 1: 15x? " (E) (x(z"‘)) 15x* _ (15) (x?y™)
E = -

. 5 5

Sy
= (3)(1'1) o (3)(X2y-l)
=3 2= 3X1)'_|

2
-3

Cociente entre un polinomio y un monomio
Si se tiene un polinomio que quiere dividirse por un monomio, debe aplicarse la
propiedad distributiva:

(—1)(3x — 6" +4dx — 1) -3¢ + 627 —dx + 1
(—=1)(—3x) 3x
52 6° ax 1
3x Jx 3x  3x
1
= —1 + - =+ —
L 2x 3T 5%

Cociente entre dos polinomios
La disposicion practica para efectuar el cociente entre dos polinomios es la que se
muestra en el siguiente ejemplo, donde se resuelve el cociente:

1 —
17
SEMINARIO DE INGRESO - TUP



MATEMATICA

Siendo P(x): x4 — 2x3 - 11x2 + 30x - 20 y Q(X): X2 + 3x — 2.
x*—2x%—11x2+30x—20 | x2+3x—2

- x4 + 3x3 — 2x2 x2—-5x+6

—5x3 —9x2 + 30x
- —5x3 — 15x2% + 10x

6x2 + 20x — 20
- 6x2% + 18x — 12
2x—8

El procedimiento por seguir es el siguiente:
El polinomio dividendo debe escribirse ordenado en forma decreciente y

1.
completa.
2. Se divide el primer término del polinomio dividendo por el primero del divisor.
3.  Se multiplica este resultado por el divisor y se resta del polinomio dividendo.
4.  Se bajan los términos necesarios y se repite la operacién hasta obtener una

expresion de grado menor que el del divisor. Esta Ultima expresion recibe el nombre

de resto.
“El grado del polinomio cociente es igual a la diferencia entre el grado del polinomio

dividendo y el del polinomio divisor”.

1 —
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EJERCITACION UNIDAD N°1

1. Indicar V o F segun corresponda:
a) Todo numero real es racional.
b) Todo numero natural es entero.
c) Todo entero es racional.

d) Todo numero real es irracional.

2. Resolver:
23-(+3)- N
1 3 2 1 S42
o) {1+ [(=3+3) -G} - (‘%5)
4 1
(G+3)= s
3 1 1 1 % Z‘(g‘ﬁ)
OG- +G+a)lxpiy= o -
1=2

3. Los resultados indicados a continuacion no son verdaderos. Marcar los errores de
procedimientos cometidos y hallar el resultado correcto.

a)2—-3x(4x2+8)=-1x16=-16

1 17
b) —224471 4+ 1
_23_2—1 _8_1 - _E - 2

2 2

4. Verificar la siguiente igualdad sin utilizar calculadora:
96
9

) ()]

5. Verificar la validez de las siguientes igualdades. En algunos casos debera
racionalizar numerador y/o denominador.

2V3—2 _ V61 d) =— =3V5+6
a) s 3 ) V5-2
2V3+/2 V6 3V6+2v2 _
b) 222 =142 €) S5, = V2
1 V3+/5 V7=V5  V7+5 _
c) 2x(V3xV5) 4 " V7+V5 V75 2V35

19
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6. Escribir como radicales los siguientes numeros.
1

a) 2 = c) 9=
b) 5% = d) 875 =

7. Expresar x como potencia fraccionaria.

a)%= c) {Exifixifi:
d) = =
b)%= ) T

8. Simplificar si es posible.

a) V32 = c) V1024 =
b) 27 = d) V5% =
9. Extraer factores del radicando.
a) V8= c) V32 =
b) V18 = d) V36=
10. Simplificar las siguientes expresiones.
1 1
3 10
b) sx35 Vo001
1 3\ 2
(ix¥25)? (23)—2x(3z)
’ e) — 1 =
o BN’ _ (220)2x33
18%

11. Racionalizar los denominadores en las siguientes expresiones.

A VE—vZ _
? e ©) Vorvz =
25 - VZ _
b) =5 = d) 2=
12. Resolver las siguientes operaciones.
a) V2++V2-5V2= 33[16 53 s[ 2
b) va - 2vb +va— Vb = e)fg‘ém“sﬁ‘
4 4
c) 33vVi8— 11VZ + 2v50 = f) V2a2 x Vab x V2ab =
d) VOx — vZ5x + V49x = 9) V3(V6—+v24)++98 =

19
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h) vm x ¥m2 x Ym3 = i) VZ _
i) Vab? x Va? x b3=

13. Determinar cuéles de las siguientes expresiones algebraicas son polinomios.
En caso de que lo sean, indicar su grado, coeficiente principal y término independiente.

a)x?—+x+2

b) 3x3 —x2 4+ -x*—=
2 x

c) x3—2x4+§x5+16x

d)§x3+\/2x—1

14. Dado los siguientes polinomios:

P(x) =4x3+2x>—-5x+3 R(x) = —2x3 + 4x — x* S(x) = 3x% —8x
Calcular:

a) (x)+2.R(x) = ¢) [R(x)—sP(x)]+S(x) =

b) R(x)—S(x) = d) P(x).3S(x) =

____________________________________________________________________________________________________________|
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RESPUESTAS EJERCITACION UNIDAD N°1

1. a)Fb)Vc)Vd)F

5 1 94 133
2. a)—E b) -3 C)Ed)ge)—ﬁ
15
3. a)-46 b)3—4
4. No cumple igualdad 2% = 23.
a) Verifica
b) Verifica
c) No verifica
d) Verifica

e) Verifica
f)  Verifica

6. a)V2b)V5 ¢) 39 d)%

8. a)V3 b)¥/3c¢c)4 d)V5

9. a)2v2b)3v2c)4v/2d)6

5 s s 1 2
10.a) 2 b)53% c)22.3% d)—10s e)2!1. 33

2vV5+10  V5+5 | 7-2v10 . 2452
0 c) d)
—4 -2 3 -23

11.a) V3 b)

12 a)-3VZ b)2va—3vh ) 98vZ d)5VX €)-3YZ 1) av2b g) 42 hymi i) ais .

u 1
bsj) 2 s
13. a) No es polinomio. b) No es polinomio. c) Polinomio, Grado=5, CP= % , TI=0 d)

Polinomio, Grado=3, CP= é , Tl=-1.

14.
a)—2x*+ 2x2+3x+3 b)—x*—2x3—-3x2+12x c¢)—x*—6x3+x*+x—3
d) 36 x° — 78 x* —93x3 + 147 x2 — 72 x

____________________________________________________________________________________________________________|
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UNIDAD N° 2: Ecuaciones e inecuaciones

2.1. ECUACIONES

Una igualdad es una relacion de equivalencia entre dos expresiones, numéricas o
literales, que se cumple para algun, algunos o todos los valores y se representa por el
signo =. Cada una de las expresiones recibe el nombre de miembro. Se llama primer
miembro a lo que est4 a la izquierda del signo igual y segundo miembro a lo que esta
a su derecha.

EXPRESION A = EXPRESION B

Las ecuaciones son igualdades que se verifican para algunos valores determinados y
desconocidos de las letras, llamadas incégnitas.

Resolver una ecuacion es hallar el conjunto solucion. Se conocen como raices o
soluciones de la ecuacion a los valores de las incognitas que satisfacen la igualdad.

Dos ecuaciones son equivalentes si tienen el mismo conjunto soluciéon como, por
ejemplo 2x —3 =5y 2x = 8 su solucion es x = 4.

Para resolver una ecuacién, se transforma ésta en una ecuacion equivalente con la
variable despejada.

Propiedades

a) Si se suma una misma cantidad a cada lado de la ecuacion dada, la igualdad
no se altera.

b) Si se resta una misma cantidad a cada miembro de la ecuacion dada, la
igualdad no se altera.

c) Sise multiplica o se divide a ambos lados de la ecuacion por cualquier cantidad
diferente de cero, la igualdad no se altera.

Ecuacion lineal

La expresion x — 1 = 7 es una ecuacion, es decir, una igualdad que se cumple para
un valor de x. El lado izquierdo de la igualdad se denomina primer miembro de la
ecuacion y el derecho, segundo miembro.

En la igualdad hay nimeros conocidos (-1 y 7) y otros que no lo son (x). Estos, son
los términos de la ecuacién: x es la incognita, puesto que es el nimero que se debe
hallar, y =1 y 7 son términos independientes, porque no estan asociados a ninguna
incognita.

Las ecuaciones en las que la incégnita esta elevada a la potencia 1 se denominan
lineales o de primer grado.

Volviendo al ejemplo, lo que esta preguntando la ecuacién es: ¢qué niumero da 7 si
se le resta 1? La respuesta casi inmediata es 8. Se puede comprobar si dicho nimero

____________________________________________________________________________________________________________|
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cumple laigualdad sustituyendo en la ecuacién x por 8, y efectivamente es la solucion,
puesto que la igualdad se cumple.

Habitualmente, las ecuaciones no son tan sencillas, en el sentido que no siempre es
tan facil deducir su soluciéon. Para resolver ecuaciones hay un método bastante
efectivo que se resume en los siguientes puntos:

1. Agrupar los términos con incognita a un lado de la igualdad, normalmente el
primer miembro, y los independientes al otro.

2. Operar siempre que sea posible para simplificar la expresion. Esto implica
quitar paréntesis y denominadores si los hubiera.

3. Despejar la incognita.

Para pasar elementos de un lado a otro de la igualdad hay que tener en cuenta
que:
1. Siestan sumando o restando pasan al otro lado con el signo contrario.
2. Si estan multiplicando pasan dividiendo y viceversa, pero el signo no se
modifica al
3. Cambiar de lado.

Problemas con ecuaciones lineales

Aprenderemos a plantear problemas que se resuelvan a partir de una ecuacion dada.
Por ejemplo, la ecuacion x + 14 = 3x tiene como solucion x = 7.

Partiendo de estas premisas se puede plantear un problema real que se resuelva
mediante la ecuacion descrita. Un recurso sencillo es plantear un enunciado sobre
nameros, "traduciendo” a palabras lo que implica la ecuacién en si, es decir: "Si a un
numero se le suma 14 se obtiene el triple de dicho numero. ¢ De qué numero se trata?"

Si se denomina x al numero, el triple sera 3x, con lo que ya se puede plantear y
resolver la ecuacion mencionada. Este mismo tipo de problema se podria plantear con
objetos reales, como monedas, caramelos, etc.

2.2. DESIGUALDADES

La expresion a # b significa que " a " no es igual a " b". Una desigualdad se obtiene al
escribir dos expresiones numéricas o algebraicas relacionadas con alguno de los
simbolos >, <, 20 <.

Segun los valores particulares de a y de b, puede tenerse a > b, que se lee “a mayor
que”, cuando la diferencia a - b es positiva y a < b que se lee “a menor que b”, cuando
la diferencia a - b es negativa.

La notacién a = b, que se lee “a es mayor o igual que b”, significaque a>b o que a =
b pero no ambos. Por su parte, la notacion a < b que se lee “a es menor o igual que
b”, significa que a < b o que a = b, pero no ambos.

____________________________________________________________________________________________________________|
24
SEMINARIO DE INGRESO - TUP



MATEMATICA

Lo mismo que en las igualdades, en toda desigualdad, los términos que estan a la
izquierda del signo mayor o menor forman el primer miembro de la desigualdad, y los
términos de la derecha, forman el segundo miembro.

De la definicion de desigualdad, se deduce que:

e Todo numero positivo es mayor que cero.

e Todo numero negativo es menor que cero.

e Si dos nimeros son negativos, es mayor el que tiene menor valor absoluto.
e Sia>bentoncesb<a.

Los signos > o0 < determinan dos sentidos opuestos en las desigualdades,
dependiendo si el primer miembro es mayor o menor que el segundo. Se dice que una
desigualdad cambia de sentido, cuando el miembro mayor se convierte en menor o
viceversa.

Existen dos clases de desigualdades: las absolutas y las condicionales o
inecuaciones, en este curso nos centraremos en la segunda clasificacion.

Desigualdades lineales o Inecuaciones

Una desigualdad condicional o inecuacion es aquella que solo se verifica para ciertos
valores de las partes literales. Por ejemplo: 3x — 15 > 0 que solamente satisface
para todos los valores de x > 5. En este caso se dice que 5 es el limite de x.

Debido a que la parte literal se encuentra elevado al exponente 1 se consideran
lineales.

Propiedades
Sean a, b, c tres nUmeros reales:

a) Una desigualdad no cambia de sentido cuando se afiade o se resta un
mismo nimero a cada miembro. Esto es, si a > b, entonces se cumple que
at+tc>b+c.

b) Una desigualdad no cambia de sentido cuando se multiplican sus dos
miembros por un mismo factor positivo, o se dividen por un mismo divisor,
también positivo. Esto es, dado un namero ¢ > 0, si a > b entonces se

cumplequea*c>b*cyque%>g.
c) Una desigualdad cambia de sentido cuando se multiplican sus dos miembros

por un mismo factor negativo, o se dividen por un mismo divisor, también
negativo. Esto es, dado un nimero c < 0, si a > b entonces se cumple que a *

a b
b<b*cyque;<;.

____________________________________________________________________________________________________________|
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Método para graficar

Resolver una inecuacion es encontrar el conjunto de valores de x que cumplan la
desigualdad. Gréficamente, la solucion de una inecuacién de primer grado esta
representada por un intervalo del eje de las abscisas a partir de un valor limite a. Si la
solucion es de la forma x > a, entonces la region sera todos los nUmeros que estén a
la derecha de a sin incluirlo. Si la solucion es de la forma x = a, la region incluye al
valor a. De la misma forma, si la solucién es de la forma x < a, entonces la region sera
todos los numeros que estén a la izquierda de a sin incluirlo. Si la solucién es de la
forma x < a, la region incluye al valor a. Dependiendo del tipo de desigualdad el
conjunto solucién puede ser uno o dos intervalos, la totalidad de los nimeros reales o
el conjunto vacio.

____________________________________________________________________________________________________________|
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INTERVALO GRAFICO SIGNIFICADO
Y NOMENCLATURA,
ABIERTO —ormmmm—— el
a b ’
ABIERTO POR : a<x<h
LA IZQUIERDA _W:_ la,b]
ABIERTO POR —— e O— agx<h
LA DERECHA a b [a,bl
a a,
INFINITO POR LA > %< a
IZQUIERDA Y W_ -
ABIERTO
INFINITO POR LA iR
DERECHA Y — T 4]
ABIERTO a ;
INFINITO POR LA da
IZQUIERDA Y /e s
CERRADO 3 ’
el e N X2 3
=] [ a, +"[
CERRADO

2.3. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES (S.E.L.)

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de dos o mas ecuaciones de primer
grado, en el cual se relacionan dos o mas incognitas.

2x+3y =2
2x — 2y =12

En los sistemas de ecuaciones, se debe buscar los valores de las incognitas, con los
cuales, al reemplazar, deben dar la solucién planteada en ambas ecuaciones. A cada
una de las ecuaciones se les denomina también restricciones o condiciones. Las
incognitas establecidas en un sistema representan el punto donde se interceptan las
rectas en un plano cartesiano (x,y).

____________________________________________________________________________________________________________|
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Métodos de resolucidn algebraica de S.E.L.

Reduccion

Consiste en igualar los coeficientes de una misma incognita en ambas ecuaciones y,
enseguida, sumar o restar las ecuaciones, de modo que se eliminen los términos
cuyos coeficientes se igualaron. Ejemplo:

3x—2y=7
2x+y =14

En primer lugar, se iguala una de las incAgnitas del sistema. En este caso, se
empieza igualando la incognita y. Para ello, se multiplica la segunda ecuacién por 2,
quedando 4x + 2y = 28.

3x—-2y=7
4x + 2y = 28

Ahora, se suma o resta (segun se requiera) los términos semejantes, para reducir
(eliminar) el término con coeficiente comun.

3x—-2y=7
4x + 2y = 28
7x + 0y = 35

Luego, se resuelve la ecuacién, quedando asi x = 5, ya que:

7x = 35
_35
=5
x=5

Ya se conoce el valor de una de las incognitas. Para identificar el otro valor, se debe
reemplazar en una de las ecuaciones el valor que se obtuvo de X. en este caso:

3x—-2y=7

3x5—-2y=7

-2y =7-15
-8
=
y=4

Por lo tanto, la solucién al sistema de ecuaciones es — S: (5, 4)
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Sustitucion

Consiste en despejar una incognita de una de las ecuaciones y sustituirla en otra
ecuacion. Ejemplo:

10x + 15y = 410
x+y=34

Primero, se despeja cualquiera de las incognitas de esta ecuaciéon. Por ejemplo, se
escoge despejar x en la segunda ecuacioén. Para ello, se mueven todos los términos
gue no sean x hacia el otro lado de la igualdad.

y=34—x
Conociendo el valor de x, se sustituye en la otra ecuacion:
10x + 15 * (34 — x) = 410
10x + 510 — 15x = 410
510 — 410 = 5x

100
— =X

5
20=x

Una vez que se conoce el valor de la otra incégnita (en este caso, y), se sustituye en
la ecuacion:

y=34—x
y =34—20
y =14
Por lo tanto, la Solucién al sistema de ecuaciones es — S: (20,14)
Ilgualacién

Consiste en despejar la misma variable de ambas ecuaciones del sistema. Una vez
despejada, se igualan los resultados, despejando la Unica variable que queda.

2x+y =250
4x —y =30

Se debe despejar cualquiera de las incégnitas de la ecuacion. En este caso, se opta
por despejar .

y =50 —2x
30— 4x
R
Se igualan las expresiones obtenidas: y = y

____________________________________________________________________________________________________________|
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(=5) * (50 —2x) =30 — 4x
10x — 250 = 30 — 4x

Ahora, se resuelve la ecuacion resultante, que tiene una incognita:

14x = 280
280
T4
x =20

Una vez identificado el valor de "x", se reemplaza en cualquiera de las ecuaciones
delsistema.

2x+y =150
y=50—-2%20
y =50-40
y =10

Por lo tanto, la Solucién al sistema de ecuaciones es — S: (20,10)

Resolucién de problemas con S.E.L.

Para resolver problemas en los que se plantee un sistema de ecuaciones, se debe
seguir estos pasos:

e Leer atentamente el enunciado, e identificar las incognitas.
e Traducir el enunciado en varias ecuaciones.
e Resolver el sistema e interpretar la solucién. Ejemplo:
La suma de la edad de dos nifios es 4 afos. Si la edad del primero sumada al triple
de la edad del segundo es 10 afios. ¢Qué edad tiene cada nifio?
Pasos:
1. Leer atentamente el enunciado, e identificar las incognitas. — Numeros
pedidos, x e y.
2. Traducir el enunciado en varias ecuaciones.
La suma de la edad de dos nifos es 4 afios - x + y = 4
La edad del primero sumada al triple de la edad del segundo es 10 afos — x +

3y = 10

3. Resolver el sistema e interpretar la solucion.
x+y=4

x+3y=10

Se utiliza el método de reduccion. Respuesta: Las edades son: 1y 3 afios.
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EJERCITACION UNIDAD N°2

Ecuaciones lineales
1. Resolver las siguientes ecuaciones:

W 2x-3=3 ) T4lti5o2g
2 9 2 2
b) 2= 2(x+3) = (4x +2) ) o =x+3
O Vx=2) =4 K) X =2(x-5)
d) 4’;;6—3’6‘;8:2’“6‘9_’“;4 ) X3 _ etox
5 3
) 2_(;_)6) —-x=1- gx m) 2x+4—-5x+3 _ 7x-9+3x-8 42 = 4y
4 7
7 5
f) 2(\/7—\Ex>=g+\/§x n);(X—2)+g(X—4):20_
7
“(x—7
g)3x+2—-2(2x—3) =x—2 s (x 9)1 9
h) &30 3¢ 0) 21x + 2(2x+9) — 2 = 24x + 3

2

Problemas de ecuaciones lineales

2. Carmen tiene 16 afios y sus dos hermanos pequefios tienen 2 y 3 afios. ¢ Cuantos
afios han de pasar para que el doble de la suma de las edades de los hermanos
de Carmen sea la misma que la que tiene ella?

3. Dado un numero, la suma de su mitad, su doble y su triple es 55. ¢ Qué numero
es?

4. Hace 5 afos la edad de Ernesto era el triple que la de su primo Juan, que tiene
15 afios. ¢ Cuantos afios han de pasar para que Juan tenga la edad actual de
Ernesto?

5. Tenemos tres peceras y 56 peces. Los tamafios de las peceras son pequeiio,
mediano y grande, siendo la pequefia la mitad de la mediana y la grande el doble.
Como no tenemos ninguna preferencia en cuanto al reparto de los peces,
decidimos que en cada una de ellas haya una cantidad de peces proporcional al
tamafo de cada pecera. ¢ Cuantos peces pondremos en cada pecera?

6. Juan tiene 400 euros y Rosa tiene 350. Ambos se compran el mismo libro.
Después de la compra, a Rosa le quedan cinco sextas partes del dinero que le
gueda a Juan. Calcular el precio del libro.
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7.

Un estudiante en un curso de algebra tiene calificaciones de examen de 75, 82,
71 y 84. ¢Qué calificacion en el siguiente examen subira el promedio del
estudiante a 807

Una pareja no desea gastar mas de $70 por comer en un restaurante. Si se agrega
un impuesto de venta de 6% a la cuenta y piensan dar una propina de 15%
después de agregar el impuesto, ¢cuanto es lo mas que pueden gastar por la
comida?

El sueldo base por hora de un trabajador es $10, pero €l recibe una y media veces
su sueldo por cualesquiera horas trabajadas de mas de 40 por semana. Si su
cheque de salario para la semana es $595, ¢cuantas horas de tiempo extra

trabajo?

10. Un agricultor piensa usar 180 pies de cerca para encerrar una region rectangular,

usando parte de una margen recta de un rio en lugar de cerca como uno de los
lados del rectangulo, como se ve en la figura. Encuentre el area de la region si la
longitud del lado paralelo a la margen mide:

a) El doble de la longitud de un lado adyacente.

b) La mitad de la longitud de un lado adyacente.

c) Igual que la longitud de un lado adyacente.
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Inecuaciones
1. Resolver y graficar las siguientes inecuaciones:

a)§x>7 g3—-(x—6)<4x-5
3 X
b) 2x ++ > 2 h) x+->>—1
3 1 i) 5x—6> 42
C) —2—x<-= X
2 . 3 5x-2
d) 5(2 — 3x) > 3(2 — 3x) ) x+o<—=+1
e) 10x —4(x+1) =13 + 3x k)1+xT+321—x

f) 3(2x—3)22(x+5) —1 °
) 32x -3} 220 +5) ) 1-==>2+5

Problemas de inecuaciones
2. El largo de un rectangulo es de 4 cm mas que el ancho.
a) Si el perimetro del rectdngulo es mayor que 100cm, determine la variacion del
ancho delrectangulo.
b) Si el perimetro del rectangulo se encuentra entre 150cm y 300cm, determine
la variacion del ancho del rectangulo.
3. Un furgdn pesa 875 Kg. La diferencia entre el peso del furgdn vacio y el peso
de la carga que lleve no debe ser inferior que 415 Kg. Si hay que cargar cuatro
cajones iguales de idéntico peso, ¢ Cuanto puede pesar, como maximo, cada uno

de ellos para poder llevarlos en ese furgon?

Sistemas de ecuaciones lineales

4. Resolver los sistemas de ecuaciones lineales que se presentan a continuacion:

2x +y=-10 6r —5t = —11 8p—3q =8

C
a){x—3y=2 ){7t—8r=15 ){2p+9q=15
b){Zm—Sn:14 d){9x—2y=—3 7x —y =175
5m+2n = —23 7y —12x =17 ){Sx—2y=42

Problemas de sistemas de ecuaciones lineales

5. La otra tarde vi en un parking 39 vehiculos, entre coches y motos, a los que les
conté un total de 126 ruedas. ¢ Cuantos vehiculos de cada clase habia en el
parking?
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6. Vicente se gasta 2000 pesos en un pantalén y una camisa. No sabe el precio de
cada prenda, pero si sabe que la camisa vale dos quintas partes de lo que vale el
pantalon.
¢, Cuénto vale el pantal6n?

7. Seiscientas personas asistieron al estreno de una pelicula. Los boletos para
adultos costaron $9 y la admision de nifios $6. Si los recibos de la taquilla
totalizaron $4800,
¢, Cuantos nifos asistieron al estreno?

8. En el aula de 3° A hay doble numeros de alumnos que en el aula de 3°C. Ademas,
se sabe que, si se pasan 8 alumnos de 3°A a 3° C, ambas aulas tendran el mismo
namero de alumnos. ¢ Cuantos alumnos hay en cada una de estas aulas?

9. En una prueba de eleccion multiple, se puntla 4 por cada respuesta correcta y se
resta un punto por una equivocada. Un estudiante responde a 17 cuestiones y
obtiene 43 puntos. ¢ Cudntas cuestiones respondié correctamente?

10. Hace 5 afios, la edad de Sonia era el triple que la de Roberto, y dentro de 10 afios
sera doble. ;Qué edad tiene cada uno?
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RESPUESTAS EJERCITACION UNIDAD N°2

Ecuaciones lineales

1. a)z )9
) -2
N )
4 k) 6
c) 18 l) 2
d) 4 m) 1
e) Indeterminado 742
N % e
V5 0)8
9)5
h) -7

Problemas de ecuaciones lineales

Deberan pasar 2 afios.

El nimero es 10.

Para que Juan tenga la edad actual de Ernesto deberan pasar 20 afios.
Pondremos 8 peces en la pequeia, 16 en la mediana y 32 en la grande.
El previo del libro es de 100 €.

Debera sacar un 88 para que su promedio sea 80.

El gasto en comida debera ser $57,42 como maximo.

© ® N o U0 k2 W N

El trabajador hace 13 horas extras.
10. A= 4050 pies? b) A=2592 pies? c) A= 3600 pies?.

Inecuaciones

L a)x>2b) x22c)x>-—2dr<-e)x >

9

(o)}

Px>2hx > 5)x>2Px>2Kx > —shx<s—2
5 3 8 2 2
2. a) ancho > 23 D) % < ancho < 73
3. Como maximo cada cajon debe pesar 115 kg.
X =—
a. a){ = S= (—4;-2)
= =2 = —
Y o~} S=(-1;1)
o) (" S= (=3;-4) ‘=
n= —4 ’
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=1 1 =3
QO i B CE
3
N2l $= (12;9)

5. 24 autos y 15 motos.

6. La camisa cuesta $571,43 y el pantalon $1428,57.
7. Asistieron al estreno 200 nifios y 400 adultos.

8. En 3°C hay 16 alumnos y en 3° A hay 32 alumnos.
9. Respondi6 correctamente 12 cuestiones y 5 no.
10. Sonia tiene 50 afios y Roberto tiene 20 afos.
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UNIDAD N° 3: Funciones

Funcidn, dominio e imagen

Una funcion es una relacién entre dos conjuntos que cumple que a cada elemento
del conjunto de partida se le asigna un unico elemento del conjunto de llegada.
Podemos entender la funcion como una maquina que transforma un elemento del
conjunto de salida en un elemento del conjunto de llegada.

Una forma util de representar las funciones son los conocidos diagramas de Venn.
Observamos que a cada elemento del conjunto de salida A, se le asigna un
elemento del conjunto de llegada B:

//" T ,""—“‘\\\
/1/ A \ ,/ 1 \.s
* 7 > \
|/ \ '/‘ N
f \ / \
( B —-\\\ s s e 2 \
=~ iy | |
s % 3 l
|
\ D / \ 4 /
\ /'/ \\ //
\\‘ C 4 / \.\ > 5 //
' e o

Para ver la diferencia entre lo que es una funcion y lo que no, podemos observar la
siguiente figura:

g:
’// A \\ A e 1 \\
l" \ fli \I
/ Bl > 2 \
! C e ——"‘('““» 3
\ P / P
i\. " _’____--—-"\"_ /
\'\ E "'.,/—--_ A » 5 !

Asi, mientras que la primera relacion f si que es una funcion ya que asigna un unico
elemento del conjunto de llegada a cada elemento del conjunto de partida, la relacion
g no es una funcién ya que existen elementos del conjunto de salida a los que se
asigna mas de un elemento del conjunto de llegada (E).
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El conjunto de salida recibe el nombre de conjunto inicial, y el conjunto de llegada el
nombre de conjunto final.

/s
/ A \ / 5
’/ \ / \
| B S R f—> 2 \
et T T )
g = g
| |
\ D / \ 4 /
A\ / \ /
N E—— oy T /’
\ '/’ \\ A
Conjunto inicial | I Conjunto final

Los valores del conjunto inicial a los cuales podemos aplicar la funcion constituyen el
dominio de la funcién. Los elementos del conjunto de llegada que podemos obtener
aplicando la funcion a un elemento del dominio constituyen la imagen de la funcién.

/ | \ & \ Dominio
| -— \ |
‘ B B‘ j‘\, __.’-"llfl’ 2 [|'
el SRl ' Imagen
=S —
C | 3
J \ |
\ D ’ l 4 /
\ |
\ ‘! \ .-"
\ 3 J . : /‘,
N 2 ;/ \'\ 4
p /.‘, M /'/
\\ ~_ s S
Conjunto inicial Corjunto final

Para determinar el dominio y el recorrido de una funcion a partir de su grafica, nos
fijaremos en todos los pares de numeros (x, y) representados.

e Un numero real x = a es del dominio de una funcion si y sélo si la recta vertical
corta la gréfica de la funcién en algun punto.

e Un numero realy = b es de la imagen de una funcion si y sélo si la recta
horizontal corta la gréfica de la funcién en algun punto.

Ecuacién de una funcién

La ecuacién de una funcion es la expresion algebraica que resume cémo se
obtienen los valores del conjunto final a partir de los valores del conjunto inicial.

e Se llama variable independiente a los valores que pueden tomar los elementos
del dominio de la funcién. Generalmente se denota por x.
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e Se llama variable dependiente a los valores que pueden tomar las imagenes.
Generalmente se denota por la letra y, donde y = f(x).

Representacion grafica de una funcion

Para representar graficamente una funcion, utilizamos el sistema de ejes cartesianos
en los cuales figuran los valores de las 2 variables: la variable independiente x en el
eje de abscisas, y la variable dependiente y en el eje de ordenadas.

Las representaciones graficas pueden ser de variable entera, variable racional o
variable real, segun los conjuntos numéricos con los cuéles trabaje cada funcion.

El procedimiento que seguir para representar graficamente una funcion cuando
dispongamos de su expresién algebraica es:

» Dada la funcién y = f(x), creamos una tabla de valores con distintos puntos
(x,y) = (x, f(x)).

> Representamos los puntos obtenidos en unos ejes de coordenadas.

» Unimos los puntos representados trazando asi la grafica de la funcion.

Mas adelante aprenderemos formas Optimas y precisas de representar una funcion,
ya que para casos en los que la forma de la funcién sea desconocida necesitariamos
demasiados puntos para hacernos una idea exacta del comportamiento de la funcion.
También veremos que el nUmero de puntos necesarios para poder representar una
funcidén depende de la funcion, y con tiempo y practica se aprende que escogiendo los
puntos con habilidad se necesitan menos.

. . . e .z 1 ,
Por ejemplo, si quisiéramos representar la funcion y = 3% = 2, deberiamos empezar
calculando una tabla de valores:

X y
| e
0 E*O]—Zz—Z
| Bl
1 2
N 5@ -2=-3

Que podemos representar en unos ejes de coordenadas, y que si unimos nos dan
lagréfica de la funcion:
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4

-5

2.5.FUNCION LINEAL

Las funciones lineales son aquellas funciones que tienen la forma y=mx+b y que
también se pueden escribir de la forma f(x) = mx + b.

En la funcion lineal, que siempre tiene la forma y = mx + b ; tenemos los siguientes
elementos:

» X: variable independiente.

» y: variable dependiente (su valor depende del valor de x).
» m: pendiente.
> b: corte con el eje y, u ordenada de origen.
» Veamos algunos ejemplos de funciones lineales y no lineales:
Funcién Funcion reescrita m (pendiente) b (corte con eje y)
f(x) =2x+2 f(x) =2x+2 2 2
fx) = —2x f(x) =-2x+0 -2 0
fx)=x f(x) =1x+0 1 0
f(x) =3 f(x) =0x+3 0 3
flx)=x*—4 flx)=x%—4 No es funcion lineal
fOO=x+Dx-1D | f))=x+Dx-1) No es funcién lineal

Cuando el valor de la pendiente es igual a 0, nos encontramos ante un caso
particular de la funcién lineal, que tiene el nombre de funcién constante.

Recuerda que, si graficamos una funcion lineal, siempre obtendremos una recta.
Veamos la gréfica de la funcion y = 2x — 1.
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Pendiente en la funcion lineal

Veamos ahora la relacion que existe entre la pendiente y el comportamiento de la
funcion lineal.

Y y
\

:
Funcion lineal \ Funcion lineal
creciente decreciente
m>0 m<0

. - X =T |
) y
. A
_Funcion constante. 2L No es funcion
m=0 m = oo
yL ol
e ) R T R R W = +— =

Podemos apreciar que, de acuerdo con el valor de la pendiente m, la funcion lineal
puede ser creciente (m>0), decreciente (m<0), constante (m=0).
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También es importante recordar que la pendiente se puede calcular a partir de dos
puntos de la recta:

-\v

Yo — W1
X2 —Xq

Grafica de funciones lineales

Podemos construir la gréafica y la formula de una funcion lineal a partir de conocer
algunos de los siguientes datos:

e Dos Puntos: en este caso, si conozco dos puntos que forman parte de la funcién
lineal, puedo hallar la funcion a partir de
V2N
- X2 — X1
donde (x,y) corresponde a la variable y (x4; y;)(x2; y,) a los puntos conocidos.
e Punto-pendiente: como ya vimos, a partir de dos puntos podemos calcular la
pendiente de la recta. Es este caso puedo hallar la funcion a partir de

y—ys =mx(x—Xxq)

y— Y1 * (x — x1)

Construccion de un modelo lineal

Muchas veces existen problemas de la vida cotidiana que pueden expresarse a partir
de funciones lineales. Para ello podemos construir modelos a partir de los siguientes
puntos:

1. Identificar los parametros de la funcion lineal a partir de los datos planteados,
lo que permitirA representar la variacion de la variable dependiente en
funcién de la variable independiente.

2. Plantear la funcién lineal considerando los datos iniciales, distinguir en
dichos datos la ordenada al origen y la pendiente, si es posible.

3. Utilizar la funcién y un gréafico de esta para dar respuesta a las preguntas.
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EJERCITACION UNIDAD N°3
Funcién lineal

1. En un mismo sistema de coordenadas, graficar las siguientes funciones lineales:
a) fx)=2 c) f(x)=2x+3
b) f(x) = 2x d y=2x—-1

Indicar para cada una la pendiente de las distintas rectas graficadas; la ordenada al
origen de cada recta; y la relacién que tienen las rectas que representan funciones
lineales de igual pendiente. ¢ Qué se puede concluir?

2. Las siguientes son funciones lineales:

2x—y+3=0 6+ly=2x
2x+2y =-5 2
3y+9x =6

a) Escribir las mismas de la forma f (x) = ax + b.
b) Indicar, para cada una, el valor de la pendiente y el de la ordenada al origen.
c) Realizar un grafico de cada funcion lineal, utilizando un sistema de

coordenadas con escala adecuada.

3. Encontrar la funcion lineal cuyo grafico sea una recta que verifique las
condiciones pedidas y realizar el grafico en cada caso:
a) con pendiente a = -2 y ordenada al origen 4;
b) con pendiente a = -2 y pasa por el punto (2;5);

c) con ordenada al origen 3 y que pasa por el punto (3;0).

4. Para la recta que pasa por los puntos (-2;1) y (10;9):
a) Hallar su pendiente;
b) Encontrar la férmula de la funcion lineal que representa la recta;
c) ¢Pertenece el punto (3;2) a la recta? Justificar la respuesta;

d) Indicar, al menos, otros dos puntos pertenecientes a esta recta.

5. Paralarecta que corta al eje xen 2y al ejey en 4:
a) Calcular su pendiente.
b) Encontrar la férmula de la funcion lineal que representa la recta.
c) Realizar su grafico.

|
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Problemas de funcion lineal
6. El siguiente es un titular de un diario de la ciudad de Rosario, del miércoles 12 de
marzo de 2008:
Subirse a un taxi tiene su costo: Juan Pérez, funcionario de la Municipalidad de
Rosario, tras reunirse con las camaras del sector, quienes volvieron a reclamarle una
urgente recomposicion tarifaria adelant6 que, de acuerdo con el estudio de costos que
maneja el municipio, la bajada de bandera para el servicio de taxi se elevo en $2,80
(60 centavos mas que en la actualidad) y la ficha que se abona cada cien metros se
elevo a $0,13 (hasta esa fecha se ubicaba en 11 centavos). A partir de la informacion
anterior:
a) ¢Cual es la funcion lineal que permite modelizar el costo que tendra tomar un
taxi, de acuerdo con los metros recorridos a partir de marzo de 20087
b) Indicar la pendiente de la funcion lineal definida en a) ¢ Qué indica la pendiente
en el contexto de la situacion real?
¢) Indicar la ordenada al origen de la funcion lineal definida en a) ¢ Qué indica la
pendiente en el contexto de la situacion real?
d) ¢Cual es la funcidn lineal que representa el costo que tenia tomar un taxi, de
acuerdo con los metros recorridos antes de marzo de 20087
e) Realizar el grafico de las funciones lineales definidas en a) y d).
f) Si la distancia entre el Monumento a la Bandera y el estadio de Newells Old
Boys es de 3.900 metros, aproximadamente, ¢ cual sera el gasto que tendremos
para realizar nuestro viaje en taxi entre el estadio y el monumento, después del

aumento?

7. Un técnico en equipos de musica cobra una tarifa fija de $45 por revisar el
equipo y realizar un diagnéstico del problema que presenta. Luego, por cada
hora de trabajo que le demanda su arreglo tiene estipulado una tarifa de $90.
a) Escribir una férmula para la funcién lineal f (x) = ax + b que describa la situacién

y describir cuéles son las variables relacionadas.
b) Explicar el significado, en esta situacién, de los parametros a'y b en la funcion.
c) Graficar la funcién y a partir del grafico encontrar el nimero de horas que

trabajaria el técnico por $225.

|
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d) Describir como cambiarian la funcién y su gréfico si el técnico no cobrara la
tarifa fija de

e) $45y soblo el tiempo que le insume el arreglo del equipo de musica.

f) Describir como cambiarian la funcién y su grafico si el técnico cobrara la tarifa
fija de $45 y una tarifa de $70 por cada hora que le insume el arreglo del equipo

de musica.

8. Para una empresa ubicada en el sur del pais, el costo de producir diariamente 30
televisores es de $25.000, y si su produccion es de 40 unidades del mismo
televisor es de $30.000. Sabiendo que el costo de produccion C de la empresa
esta relacionado linealmente con la cantidad x de televisores diarios producidos
y que la capacidad maxima de produccion diaria es de 50 aparatos.

a) ¢Cual es la funcion C(x) que permite describir los costos de produccion?
b) Estimar el costo de producir 35 unidades del mismo producto en un dia.
c) Si la empresa vende los televisores a $1.500 cada uno, ¢cual
es la funcion de ingreso I(X) si se supone también un
comportamiento lineal de la misma?
d) Estimar el ingreso por vender 35 unidades del mismo producto en un dia.
e) Graficar las funciones
f) ¢Qué utilidades o beneficio tendria la empresa si s6lo produce
y vende 10 televisoresdiarios?, ¢y si realiza 6 televisores?
g) ¢Le conviene a la empresa, siempre que pueda venderlos, producir a

su maxima capacidad? Justificar la respuesta.

9. EIl costo fijo de un productor de dulces artesanales es de $8.500 y todos los
restantes costos adicionales son de $7 por kg producido.
a) Escribir la funcion lineal que permita expresar el costo total C(x) del productor
para realizar x kg de dulce artesanal.
b) ¢Cuanto le costara al productor realizar 10.000 kg de dulce artesanal?

c) ¢Qué cantidad de dulce se produjo si los costos totales fueron de $102.6507?

10. Pedro, que vive en la zona rural de Belén (Catamarca) sale en su bicicleta a las
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7:30 para ir a la escuela, que esta a 2 km de su casa, y viaja a una velocidad

constante de 100 metros por minuto (m/min).

a) Utilizando la férmula de distancia a recorrer la casa de Pedro y el colegio en
funcién del tiempo t transcurrido, determinar la funcion lineal d que modeliza
los datos.

b) Explicar el significado de la pendiente y de la ordenada al origen en el contexto
del problema.

c) ¢Llegara Pedro a la escuela antes de las 8:00 que es la hora de comienzo de

las clases?

11. Un almacén vende lavandina suelta en bidones de 5 litros. Cobra $1 por el envase

y $1,60 por litro de lavandina.

a) Construir la funcién lineal C(x) = ax + b que modeliza los datos, donde C
represente el costo de compra si no se posee envase y x los litros de lavandina
adquiridos.

b) Explicar el significado de la pendiente y de la ordenada al origen en el contexto
del problema.

c) ¢Cuanto debera pagar una sefiora que compro 3,5 litros de lavandina y no tenia
envase propio?

d) ¢Cuantos litros de lavandina se podra comprar si solo se dispone de $4,20 y

tampoco tiene envase?

12. Una Pyme, es una "pequefia y mediana empresa”. En términos generales se
entiende por Pyme una empresa cuya facturacibn es moderada y no tiene
demasiado personal. En la Argentina, segun el dltimo censo econémico un 99,2
% de los establecimientos productivos poseen menos de 50 empleados, y se
constituyen en fuente de empleo para el 70 % del total de trabajadores en la
actividad. Una Pyme que se dedica a la produccion de remeras para ventas en los
colegios de la ciudad de Salta tiene $12.000 de gastos fijos mensuales, mas $20
por cada remera colegial que fabrica, y vende dichas remeras a $32 cada una.

a) ¢Cual es la formula de la funcién "costo" de la Pyme?
b) ¢Cual es la férmula de la funcién "ingreso" de la Pyme?
. _______________________________________________________________________________________________________________________|
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c) Si se define como ganancia el beneficio obtenido por la empresa después de
producir y vender la misma cantidad de remeras, ¢cual es la funcion ganancia
para esta Pyme?

d) Elduefio de la Pyme sabe que si vende pocas remeras perdera plata, pues sus
gastos fijos superaran los ingresos. ¢Cuantas remeras debe vender como

minimo para no perder dinero?

13. La compafiia eléctrica que suministra electricidad a las residencias familiares, fija
un costo bimestral de $9,6 por residencia, si el consumo de energia no supera los
40 kW/h. Si el consumo de energia supera 40 kW/h, el costo de la energia
suministrada puede representarse por la siguiente funcion lineal:

C(x) = 9,60 + (x — 40)*0,093

donde x representa los kW/h consumidos.
a) ¢Paraqué valores de x se debe utilizar esta funcién, esto es cual es el dominio?
b) ¢Cuanto valen la ordenada al origen y la pendiente para esta funcion lineal?

c) Siun cliente pag6 $31,8, ¢qué consumo de energia hubo en su residencia?

____________________________________________________________________________________________________________|
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RESPUESTAS EJERCITACION UNIDAD N°3
Funcién lineal

1.
a) No es una funcién es una recta constante.
b) Su pendiente es 2 y no posee ordenada al origen.
c) Su pendiente (m) es 2 y la ordenada al origen (0;0) es 3.
d) Su pendiente es 2 y la ordenada al origen es -1.

Al representar todas las rectas es que aquellas que poseen igual pendiente son
paralelas entre si.

2. a)y =2x+3 b)y=—x—§ C)y =4x—-12 d)y =-3x+2
3. )y =—2x+4 b))y =-2x4+9 ¢)y =—x+3

2 2 7 13 4 11
4. a)m=§ b) y =3x+3 c) No pertenece. 2+ Y d)(—lO;—E) (2;?)

5. m=-2 y =-2x+4

Problemas de funcién lineal
0.13

6. &)y = T X 128 b) m=0.0013 ¢) b=$ 2,80 d) y =0,11x+ 2,20 e) Grafica

f)El costo total del viaje despues del aumento es de $7,87.
7. a) f (x) =y =90x + 45 b) b= costo fijo m= costo por hora trabajada.
C)x=2horas d)y =90xe)y = 70x + 45
8. a) C(x) = 500x + 10000 b) C(35) = $27500 c) I(x) = 1500x
d) 1(35) = $52500 f) U(10) = 0y U(6) = —4000 Q) Si le conviene porque U(50) =
$40000.
9. a) C(x) = 7x + 8500 b) C(10000) = $78500 c) x = 13450 kg.
10.a) x(t) = 100t c)t = 20 minutos,como sale 7:30 llega 07:50 h .
11.a) C(x) = 1,60x + 1 c) C(3,5) = $6,6 d) x = 2 litros.
12. C(x) = 20x + 12000 b) I(x) = 32x c) G(x) = 12x — 12000 d)x = 1000 remeras.
13. a) Para valores de x > 40 kW b) C(x) = 0,093x + 5,88 c) x = 278,70 kW
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